WYKŁAD  IX

Przestrzenie metryczne

Definicja 9.1. (metryka)


[image: image1.wmf]f

¹

C



[image: image2.wmf]y)

(x,

 

:

d



 EMBED Equation.3  [image: image3.wmf]®

C

´

C

Î



 EMBED Equation.3  [image: image4.wmf]y)

(x,

 

d



 EMBED Equation.3  [image: image5.wmf]Î


[image: image6.wmf]R



1) 
[image: image7.wmf]X

y

x

Î

"

,


[image: image8.wmf]y)

(x,

 

d



 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]0

³





  nieujemność


2) 
[image: image10.wmf]X

y

x

Î

"

,


[image: image11.wmf]y)

(x,

 

d


[image: image12.wmf])

,

(

x

y

d

=




  symetria


3) 
[image: image13.wmf]X

z

y

x

Î

"

,

,


[image: image14.wmf]z)

(x,

 

d


[image: image15.wmf]£


[image: image16.wmf]y)

(x,

 

d


[image: image17.wmf])

,

(

z

y

d

+


nierówność trójkąta

4) 
[image: image18.wmf]X

y

x

Î

"

,


[image: image19.wmf]y)

(x,

 

d

=0
[image: image20.wmf]Û

 
[image: image21.wmf]y

 

 

x

=

 

“0”

Mówimy, że w zbiorze 
[image: image22.wmf]C

 została określona metryka 
[image: image23.wmf]d

 


[image: image24.wmf]d)

(X,

 – przestrzeń metryczna

Przykład 9.1.

1) 
[image: image25.wmf] 

y

 

-

 

x

 

 

y)

d(x,

   

R,

X

=

=

Udowodnić, że tak określona funkcja jest metryką R

Dowód 1)

- nieujemność:  
[image: image26.wmf]0

³

-

=

"

Î

|

|

)

,

(

,

y

x

y

x

d

R

y

x

, co wynika z własności wartości   bezwzględnej

- symetria:   
[image: image27.wmf])

,

(

|

|

|

|

)

,

(

,

x

y

d

x

y

y

x

y

x

d

R

y

x

=

-

=

-

=

"

Î


- nierówność trójkąta:   
[image: image28.wmf]£

-

+

-

=

-

=

"

Î

|

|

|

|

)

,

(

,

z

y

y

x

z

x

z

x

d

R

y

x

 
[image: image29.wmf])

,

(

)

,

(

|

|

|

|

z

y

d

y

x

d

z

y

y

x

+

=

-

+

-

£

  - z własności wartości bezwzględnej

Zatem   
[image: image30.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

z

y

d

y

x

d

z

x

d

+

£


- “0”:   
[image: image31.wmf]y

x

y

x

y

x

d

=

Û

=

-

=

0

|

|

)

,

(


2) 
[image: image32.wmf]=

C

R2,  
[image: image33.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf])

,

(

2

1

x

x

x

=

,
[image: image35.wmf])

,

(

2

1

y

y

y

=

 


a) d(x,y) = 
[image: image36.wmf]2

2

2

1

1

)

x

 

-

(y

 

 

)

x

 

-

(y

+

2


odległość euklidesowa

b) 
[image: image37.wmf]r

(x,y)
[image: image38.wmf]=

|
[image: image39.wmf]1

1

y

x

-

| + |
[image: image40.wmf]2

2

y

x

-

|

odległość taksówkowa



c) 
[image: image41.wmf]1

r

(x,y)
[image: image42.wmf]=

max
[image: image43.wmf]{

}

|

|

|,

|

2

2

1

1

y

x

y

x

-

-


odległość maksimum

[image: image44.jpg]



Dowód 2) a)

- nieujemność:  
[image: image45.wmf]=

y)

(x,

 

d



 EMBED Equation.3  [image: image46.wmf]2

2

2

2

1

1

)

(

)

(

y

x

y

x

-

+

-

,czyli
[image: image47.wmf]0

2

1

2

2

1

1

³

-

+

-

)

(

)

(

y

x

y

x



 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]0

³

Þ

)

,

(

y

x

d


- symetria:   
[image: image49.wmf]=

y)

(x,

 

d



 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]=

-

+

-

2

2

2

2

1

1

)

(

)

(

y

x

y

x



 EMBED Equation.3  [image: image51.wmf]=

-

+

-

2

2

2

2

1

1

)

(

)

(

x

y

x

y



 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf]y)

(x,

 

d


- nierówność trójkąta:

Nierówność Cauchy’ego: 
[image: image53.wmf]å

å

å

=

=

=

£

n

i

n

i

n

i

i

i

i

i

b

a

b

a

1

1

1

2

2

)

)(

(



[image: image54.wmf] 

z)

d(x,

=
[image: image55.wmf]2

2

2

2

1

1

)

(

)

(

z

x

z

x

-

+

-

=
[image: image56.wmf]2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

)]

(

)

[(

)]

(

)

[(

z

y

y

x

z

y

y

x

-

+

-

+

-

+

-

=


[image: image57.wmf]*

£

-

-

+

-

-

+

-

+

-

+

-

+

-

=

)]

)(

(

)

)(

[(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

2

2

2

1

1

1

1

2

2

2

2

1

1

2

2

2

2

1

1

2

z

y

y

x

z

y

y

x

z

y

z

y

y

x

y

x








     [image: image58.jpg]





     
 n. Cauchy’ego 
[image: image59.wmf]2

2

2

2

1

1

2

2

2

2

1

1

)

(

)

(

)

(

)

(

z

y

z

y

y

x

y

x

-

+

-

-

+

-

£



[image: image60.wmf]=

-

+

-

+

-

+

-

-

+

-

+

-

+

-

£

*

2

2

2

2

1

1

2

2

2

2

1

1

2

2

2

2

1

1

2

2

2

2

1

1

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

)

(

)

(

z

y

z

y

z

y

z

y

y

x

y

x

y

x

y

x



[image: image61.wmf]=

-

+

-

+

-

+

-

=

2

2

2

2

2

1

1

2

2

2

2

1

1

)

)

(

)

(

)

(

)

(

(

z

y

z

y

y

x

y

x



[image: image62.wmf]=

-

+

-

+

-

+

-

=

2

2

2

2

1

1

2

2

2

2

1

1

)

(

)

(

)

(

)

(

z

y

z

y

y

x

y

x

 
[image: image63.wmf]y)

(x,

 

d



 EMBED Equation.3  [image: image64.wmf]z)

(y,

 

d

+

- „0”:   
[image: image65.wmf]=

y)

(x,

 

d



 EMBED Equation.3  [image: image66.wmf]Û

=

-

+

-

0

2

1

2

2

1

1

)

(

)

(

y

x

y

x


[image: image67.wmf]Û

=

-

+

-

0

2

1

2

2

1

1

)

(

)

(

y

x

y

x



[image: image68.wmf]2

1

2

2

1

1

)

(

)

(

y

x

y

x

-

-

=

-

Û

   Liczba nieujemna jest równa liczbie niedodatniej wtedy i tylko wtedy, gdy obie są równe 0.   
[image: image69.wmf]y

x

y

x

y

x

=

Û

=

Ù

=

Û

2

2

1

1


Dowód 2) b)

- nieujemność:   
[image: image70.wmf]0

2

2

1

1

2

2

1

2

1

³

-

+

-

=

"

Î

|

|

|

|

)

,

(

,

,

,

y

x

y

x

y

x

R

y

y

x

x

r

, z wł. wart. bezwzgl.

- symetria:   
[image: image71.wmf])

,

(

|

|

|

|

|

|

|

|

)

,

(

x

y

x

y

x

y

y

x

y

x

y

x

r

r

=

-

+

-

=

-

+

-

=

2

2

1

1

2

2

1

1


- nierówność trójkąta:   

    
[image: image72.wmf]£

-

+

-

+

-

+

-

=

-

+

-

=

|

|

|

|

|

|

|

|

)

,

(

2

2

2

2

1

1

1

1

2

2

1

1

z

y

y

x

z

y

y

x

y

x

y

x

z

x

r

  

           
[image: image73.wmf]|

|

|

|

|

|

|

|

2

2

2

2

1

1

1

1

z

y

y

x

z

y

y

x

-

+

-

+

-

+

-

£

      (z własności wartości bezwzględnej) 

   zatem   
[image: image74.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

z

y

y

x

z

x

r

r

r

+

£


- „0”:   
[image: image75.wmf]|

|

|

|

0

|

|

|

|

)

,

(

2

2

1

1

2

2

1

1

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

-

-

=

-

Û

=

-

+

-

=

r


Liczba nieujemna jest równa liczbie niedodatniej wtedy i tylko wtedy, gdy obie są równe 0.    
[image: image76.wmf]y

x

y

x

y

x

=

Û

=

Ù

=

Û

2

2

1

1


Dowód 2) c)

- nieujemność:   
[image: image77.wmf]{

}

0

2

2

1

1

1

2

2

1

2

1

³

-

-

=

"

Î

|

|

|,

|

max

)

,

(

,

,

,

y

x

y

x

y

x

R

y

y

x

x

r

, co wynika z  własności 

   wartości bezwzględnej

- symetria:   
[image: image78.wmf]{

}

{

}

)

,

(

|

|

|,

|

max

|

|

|,

|

max

)

,

(

1

2

2

1

1

2

2

1

1

1

x

y

x

y

x

y

y

x

y

x

y

x

r

r

=

-

-

=

-

-

=


- nierówność trójkąta:   
[image: image79.wmf]{

}

|

|

|,

|

max

)

,

(

2

2

1

1

1

z

x

z

x

z

x

-

-

=

r




[image: image80.wmf]{

}

{

}

)

,

(

|

|

|,

|

max

|

|

)

,

(

|

|

|,

|

max

|

|

|

|

|

|

|

|

z

y

z

y

z

y

z

y

y

x

y

x

y

x

y

x

z

y

y

x

z

y

y

x

1

2

2

1

1

1

1

1

2

2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

r

r

=

-

-

£

-

=

-

-

£

-

-

+

-

£

-

+

-


zatem   
[image: image81.wmf])

,

(

)

,

(

|

|

z

y

y

x

z

x

1

1

1

1

r

r

+

£

-

   (*)

Analogicznie   
[image: image82.wmf])

,

(

)

,

(

|

|

z

y

y

x

z

x

1

1

2

2

r

r

+

£

-

   (**)

(*) (**)   
[image: image83.wmf]{

}

)

,

(

)

,

(

|

|

|,

|

max

)

,

(

z

y

y

x

z

x

z

x

z

x

1

1

2

2

1

1

1

r

r

r

+

£

-

-

=

Þ


- „0”: 
[image: image84.wmf]{

}

Û

=

-

Ù

=

-

Û

=

-

-

=

0

0

0

2

2

1

1

2

2

1

1

1

|

|

|

|

|

|

|,

|

max

)

,

(

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

r



 EMBED Equation.3  [image: image85.wmf]y

x

y

x

y

x

=

Û

=

Ù

=

Û

2

2

1

1


3) 
[image: image86.wmf]=

C

R
[image: image87.wmf]n



a) 
[image: image88.wmf]y)

(x,

 

d



 EMBED Equation.3  [image: image89.wmf]å

=

-

=

n

i

i

i

y

x

1

2

)

(




odległość euklidesowa

b) 
[image: image90.wmf]y)

(x,

 

r


[image: image91.wmf]r

(x,y)
[image: image92.wmf]å

=

-

=

n

i

i

i

y

x

1

|

|




odległość taksówkowa

c) 
[image: image93.wmf]y)

(x,

 

1

r



 EMBED Equation.3  [image: image94.wmf]{

}

n

i

,...,

max

1

Î

=



 EMBED Equation.3  [image: image95.wmf]|)

(|

i

i

y

x

-



odległość maksimum

Dowód 3) a)

- nieujemność:   
[image: image96.wmf]0

0

1

2

1

2

³

-

Û

³

-

=

å

å

=

=

n

i

i

i

n

i

i

i

y

x

y

x

y

x

d

)

(

)

(

)

,

(

spełnione
[image: image97.wmf]n

i

i

R

y

x

Î

"

,


- symetria:   
[image: image98.wmf])

,

(

)

(

)

(

)

,

(

x

y

d

x

y

y

x

y

x

d

n

i

i

i

n

i

i

i

=

-

=

-

=

å

å

=

=

1

2

1

2


- nierówność trójkąta:   


[image: image99.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)]

)(

(

)

(

)

[(

)]

(

)

[(

)

(

)

,

(

i

i

n

i

i

i

n

i

i

i

n

i

i

i

n

i

i

i

i

i

i

i

i

i

n

i

i

i

i

i

n

i

i

i

z

y

y

x

z

y

y

x

z

y

y

x

z

y

y

x

z

y

y

x

z

x

z

x

d

-

-

+

-

+

-

=

=

-

-

+

-

+

-

=

=

-

+

-

=

-

=

å

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=

1

1

2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

2

2

2


Korzystamy z nierówności Schwarza:


[image: image100.wmf]å

å

å

=

=

=

-

×

-

£

-

-

n

i

i

i

n

i

i

i

n

i

i

i

i

i

z

y

y

x

z

y

y

x

1

2

1

2

1

)

(

)

(

)

)(

(


Stąd mamy:


[image: image101.wmf](

)

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

2

)

,

(

)

,

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

z

y

d

y

x

d

z

y

y

x

z

y

y

x

z

y

y

x

z

x

d

n

i

i

i

n

i

i

i

n

i

i

i

n

i

i

i

n

i

i

i

n

i

i

i

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

=

=

-

×

-

+

-

+

-

£

å

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=


Zatem   
[image: image102.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

z

y

d

y

x

d

z

x

d

+

£


„0”
[image: image103.wmf]y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

d

i

i

i

i

n

i

i

i

=

Û

=

Û

=

-

Û

=

-

=

å

=

0

0

2

1

2

)

(

)

(

)

,

(


Dowód 3) b)

- nieujemność:   
[image: image104.wmf]0

1

³

-

=

"

å

=

Î

n

i

i

i

R

y

x

y

x

y

x

n

i

i

|

|

)

,

(

,

r

 - z własności wartości bezwzględnej

- symetria:   
[image: image105.wmf])

,

(

|

|

|

|

)

,

(

x

y

d

x

y

y

x

y

x

n

i

i

i

n

i

i

i

=

-

=

-

=

å

å

=

=

1

1

r


- nierówność trójkąta:


[image: image106.wmf]å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

-

+

-

=

-

+

-

£

-

+

-

=

-

=

n

i

i

i

n

i

i

i

i

i

n

i

i

i

n

i

i

i

i

i

n

i

i

i

z

y

y

x

z

y

y

x

z

y

y

x

z

x

z

x

1

1

1

1

1

|

|

|

|

|)

|

|

(|

|

|

|

|

)

,

(

r



[image: image107.wmf]å

å

å

=

=

=

-

+

-

£

-

+

-

n

i

i

i

n

i

i

i

n

i

i

i

i

i

z

y

y

x

z

y

y

x

1

1

1

|

|

|

|

|

|


Zatem   
[image: image108.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

z

y

y

x

z

x

r

r

r

+

£


- „0”:   
[image: image109.wmf]y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

i

i

i

i

n

i

i

i

=

Û

=

Û

=

-

Û

=

-

=

å

=

0

0

1

|

|

|

|

)

,

(

r


Dowód 3) c)

- nieujemność:   
[image: image110.wmf]{

}

(

)

0

1

1

³

-

=

"

Î

Î

|

|

max

)

,

(

,...,

,

i

i

n

i

R

y

x

y

x

y

x

n

i

i

r

, z własności wart. bezwzględnej

- symetria:   
[image: image111.wmf]{

}

(

)

{

}

(

)

)

,

(

|

|

max

|

|

max

)

,

(

,...,

,...,

x

y

x

y

y

x

y

x

i

i

n

i

i

i

n

i

1

1

1

1

r

r

=

-

=

-

=

Î

Î


- nierówność trójkąta:


[image: image112.wmf]{

}

(

)

|

|

max

,...,

)

,

(

i

i

n

i

z

x

z

x

-

=

Î

1

1

r



[image: image113.wmf]{

}

{

}

{

}

)

,

(

|

|

max

|

|

)

,

(

|

|

max

|

|

|

|

|

|

|

|

,...,

z

y

z

y

z

y

y

x

y

x

y

x

z

y

y

x

z

y

y

x

i

i

k

k

i

i

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

n

k

1

1

1

r

r

=

-

£

-

=

-

£

-

-

+

-

£

-

+

-

"

Î


Zatem   
[image: image114.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

z

y

y

x

z

x

1

1

1

r

r

r

+

£


- „0”:   
[image: image115.wmf]{

}

(

)

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

i

i

i

i

i

i

n

i

=

Û

=

Û

=

-

Û

=

-

=

Î

0

0

1

1

|

|

|

|

max

)

,

(

,...,

r


Przykład 9.2.
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Definicja 9.2. (kula otwarta)
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Przykład 9.3.
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Definicja 9.3. (zbiór ograniczony)
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Definicja 9.4. (zbiór otwarty)
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Twierdzenie 9.1. (topologia w przestrzeni metrycznej)

Własności zbiorów otwartych w przestrzeni metrycznej:
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