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WYKŁAD VI

Niech  f:[a,b] (R

Tworzymy ciąg  ((n)n(N – podziałów przedziału [a,b]

n – ilość  punktów podziału
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DEFINICJA 6.1 (średnica podziału)

(n= max (xk+1 – xk) – średnica podziału (n (długość najdłuższego przedziału)

       k({0,n-1}

(n  - (ciąg liczbowy)

DEFINICJA 6.2 (normalny ciąg podziałów)

((n)n(N
 - jest normalny :
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Następnie tworzymy sumę :
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DEFINICJA  6.3 ( całka  Riemanna)   

Jeżeli  dla każdego normalnego ciągu podziałów przedziału [a,b] i dowolnego wyboru punktów 

pośrednich    ( k   istnieje   lim 
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Dany jest ((n)n(N  ,  f:[a,b]
[image: image11.wmf]®

R


[image: image12.wmf]}

1

,

0

{

-

Î

"

n

k

   
[image: image13.wmf])

(

inf

]

[

1

,

x

f

m

k

k

x

x

x

k

+

Î

=

 ,     
[image: image14.wmf])

(

sup

]

[

1

,

x

f

M

k

k

x

x

x

k

+

Î

=


                      y



         Mk

2)




         mk





1)







           x0=a             xk                  xk+1          xn=b             x

1) 
[image: image15.wmf]n

k

n

k

k

s

x

m

=

D

×

å

-

=

1

0

   (suma  dolna)                            2)
[image: image16.wmf]n

k

n

k

k

S

x

M

=

D

×

å

-

=

1

0

     (suma górna)

Uwaga :   
[image: image17.wmf]N

n

Î

"

                        
[image: image18.wmf]n

n

n

S

s

£

£

s


DEFINICJA 6.4  ( całka dolna i górna)


Całka dolna         
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WNIOSKE 6.1         

   Jeżeli        
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    to  funkcja jest całkowalna w sensie Riemanna 

na przedziale [a,b]       i  
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TWIERDZENIE 6.1

Funkcja ciągła w przedziale domkniętym i ograniczonym [a,b] jest całkowalna.

DEFINICJA 6.5 ( zbiór miary Riemanna 0)     

R(A – jest miary Riemanna 0 : (
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Uwaga :  Każdy  zbiór skończony lub mający skończoną ilość punktów skupienia jest zbiorem miary                Riemanna 0.

TWIERDZENIE 6.2

Z: Jeżeli  {x: f(x)(g(x)} jest miary Riemanna 0,  f – całkowalna na [a,b]

T: to g – całkowalna na [a,b] i 
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TWIERDZENIE 6.3 ( własności całki Riemanna)

Z: f – całkowalna na [a,b] , c
[image: image26.wmf]Î



 EMBED Equation.3  [image: image27.wmf]]

[

b

a

,


T: 
[image: image28.wmf]ò

ò

ò

+

=

b

a

c

a

b

c

dx

x

f

dx

x

f

dx

x

f

)

(

)

(

)

(


Interpretacja geometryczna całki 
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TWIERDZENIE 6.4 ( własności całki Riemanna c.d)

Z: f,g- całkowalne na [a,b]

T:  1) 
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     2) (f g) – całkowalna na [a,b]

     3) 
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TWIERDZENIE 6.5 (I twierdzenie o wartości średniej)

Z: f- całkowalna na [a,b] 
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Dowód: 
Niech  
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TWIERDZENIE 6.6 ( II twierdzenie o wartości średniej)

Z: f
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TWIERDZENIE 6.7 (o funkcji górnej granicy całkowania)

Z: f – całkowalna na [a,b]
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Uwaga :  x0
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TWIERDZENIE 6.8  ( Newtona -Leibniza)

Z:         f - ciągła w przedziale domkniętym i ograniczonym [a,b]

             F – pierwotna do f

T:       
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