

Wykład opracował: Rembiasz Krzysztof


Wykład 3

Definicja 3.1 (zbiór wypukły)
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 odcinek o końcach x1, x2 jest zawarty w A.

Inaczej mówiąc, jeżeli potrafimy pokazać taki odcinek, którego końce należą do zbioru A’, a on sam nie zawiera się w tym zbiorze, to A’ nie jest zbiorem wypukłym.

Definicja 3.2 (wypukłość funkcji)

y = f(x) jest wypukła ku górze w 
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Zauważamy, że y = f(x0) + f’(x0)(x-x0) jest to równanie stycznej do wykresu funkcji w punkcie (x0,f(x0)), więc powyższą definicję można rozumieć tak: funkcja y = f(x) jest wypukła ku górze w ]a,b[ wtedy i tylko wtedy gdy wykres funkcji w tym przedziale leży powyżej stycznej poprowadzonej w dowolnym punkcie o odciętej x0( ]a, b[.

y = f(x) jest wypukła ku dołowi w przedziale 
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Wniosek 3.1
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f – wypukła ku górze w ]a, b[

Jeżeli dla każdego x ( ]a, b[ istnieje druga pochodna funkcji i jest ona większa od zera, to owa  funkcja jest wypukła ku górze w ]a, b[.
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f – wypukła ku dołowi w ]a, b[

Jeżeli dla każdego x ( ]a, b[ istnieje druga pochodna funkcji i jest ona mniejsza od zera, to owa funkcja jest wypukła ku dołowi w ]a, b[.

Uzasadnienie: 


x, x0 ( ]a, b[

Ze wzoru Taylora dla n =1 
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gdzie ( ( przedziału o końcach x0, x. 
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co oznacza, że funkcja jest wypukła ku górze w ]a, b[.

Wniosek 3.2 (warunek wystarczający na ekstremum funkcji)
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Definicja 3.3 (punkt przegięcia)

Punkt (x0, f(x0)) jest punktem przegięcia wykresu funkcji y = f(x) :( przy przejściu przez ten punkt zmienia się wypukłość funkcji.

Inaczej: (x0, f(x0)) jest punktem przegięcia 
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f –wypukła ku górze

i jednocześnie 
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Wniosek 3.3 (warunek konieczny dla punktu przegięcia)
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Jeżeli (x0, f(x0)) jest punktem przegięcia

T:
to 
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Dowód:

(x0, f(x0)) –punkt przegięcia

z twierdzenia Taylora mamy, że 
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Wniosek 3.2 (warunek wystarczający punktu przegięcia)
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(x0, f(x0)) –punkt przegięcia krzywej y = f(x)

Twierdzenie 3.1 (reguła d’Hospitala)
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Regułą ta mówi:

Granica ilorazu dwóch funkcji dążących do zera lub plus/minus nieskończoności przy 
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 i mających pierwsze pochodne w pewnym sąsiedztwie punktu x0 jest równa granicy ilorazu pochodnych tych funkcji przy 
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Dowód:

Niech
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Zatem możemy zapisać
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f,g – spełniają założenia tw. Causchego, wobec tego:
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Rachunek Całkowy funkcji jednej zmiennej

Definicja 3.4 (funkcja pierwotna)

Niech 
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F – pierwotna do f na A
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Definicja 3.5 (całka nieoznaczona)

Całką nieoznaczoną funkcji f nazywamy rodzinę wszystkich funkcji pierwotnych do f czyli (F(x)+C), co zapisujemy:
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Definicja 3.6 (funkcja całkowalna w sensie Newtona)

f – całkowalna w sensie Newtona na przedziale A ( funkcja posiada funkcje pierwotną na A.

Lemat 3.1

Z:
F,G pierwotne do f na [a,b]

T:
F(b) – F(a) = G(b) – G(a)

Dowód:
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, więc:
G(b) – G(a) = F(b) +C – (F(a) + C) = F(b) – F(a)

Definicja 3.7 (całka Newtona)

Jeśli f – całkowalna w sensie Newtona, F – pierwotna do f, A=[a,b]

to
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 nazywamy całką Newtona

Wniosek 3.5

Wartość całki Newtona nie zależy od wyboru funkcji pierwotnej

Twierdzenie 3.2 (własności całki nieoznaczonej)

Z:
f,g – całkowalne na A

T:
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I zachodzi równość
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Dowód:

Niech F – pierwotna do f, oraz G – pierwotna do g, z własności pochodnej mamy:
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Pokazaliśmy, że 
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Zatem 
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Metody całkowania

I. Całkowanie przez podstawienie
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A, B – przedziały


f – całkowalna

T:
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Dowód:

Niech 
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Zauważmy, że

[image: image51.wmf])

(

))

(

(

)

(

'

))

(

(

'

))]'

(

(

[

t

t

f

t

t

F

t

F

j

j

j

j

j

=

=


Zatem
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Przykład 3.1
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